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Gegeben sei eine nicht-leere Menge I. Eine Menge F von Teilmengen von I heißt

Filter auf I, falls die folgenden Aussagen gelten.

(1) I ∈ F und ∅ /∈ F .

(2) Ist X ∈ F und Y ⊆ I mit X ⊆ Y , so gilt Y ∈ F .

(3) Sind X,Y ∈ F , so gilt X ∩ Y ∈ F .

Im Folgenden sei F ein Filter auf einer nicht-leeren Menge I und 〈Ai | i ∈ I〉
eine Sequenz nicht-leerer Mengen. Wir bezeichnen die Mengen aller Funktionen

g : I −→ V mit f(i) ∈ Ai für alle i ∈ I mit
∏

i∈I Ai. Es sei ≈F die durch

g ≈F h ⇐⇒ {i ∈ I | g(i) = h(i)} ∈ F

definierte Relation auf
∏

i∈I Ai.

Aufgabe 12 (2 Punkte). Beweisen Sie, dass ≈F eine Äquivalenzrelation ist.

Wir bezeichnen die ≈F -Äquivalenzklasse von g ∈
∏

i∈I Ai mit [g]F und die Menge

aller ≈F -Äquivalenzklassen mit
∏
F Ai.

Es sei S eine erststufige Sprache und 〈Mi | i ∈ I〉 eine Sequenz von S-Modellen.

Wir definieren ein S-Modell
∏
FMi mit Trägermenge

∏
F |Mi| durch die folgenden

Klauseln:

(1) Ist vm eine freie Variable von S, so definieren wir v
∏

F Mi

i = [g]F , wobei g

die Funktion in
∏

i∈I |Mi| mit g(i) = vMi
m für alle i ∈ I ist.

(2) Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol von S, so definieren wir

f
∏

F Mi([g0]F , . . . , [gn−1]F ) = [h]F ,

wobei h die Funktion in
∏

i∈I |Mi| mit

h(i) = fMi(g0(i), . . . , gn−1(i))

für alle i ∈ I ist.

(3) Ist R ein n-stelliges Relationssymbol in S, so definieren wir R
∏

F Mi als die

Menge aller ([g0]F , . . . , [gn−1]F ) in (
∏
F |Mi|)n mit

{ i ∈ I | (g0(i), . . . , gn−1(i)) ∈ RMi} ∈ F .

Wir nennen
∏
FMi das reduzierte Produkt der 〈Mi | i ∈ I〉 bezüglich F .

Aufgabe 13 (6 Punkte). Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Das Modell
∏
FMi ist wohldefiniert.

(2) Ist t ein S-Term, so gilt t
∏

F Mi = [g]F , wobei g die Funktion in
∏

i∈I |Mi|
mit g(i) = tMi für alle i ∈ I ist.
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Aufgabe 14 (10 Punkte). Beweisen Sie die folgenden abgeleiteten Regeln des Se-

quenzenkalküls.

(1) ∨-Elimination:

Γ ϕ ∨ ψ
Γ ϕ→ χ

Γ ψ → χ

Γ χ

(2) ∃-Elimination:

Γ ∃xϕ
Γ ϕ y

x ψ

Γ ψ

, wobei y /∈ free(Γ ∪ {∃ϕ,ψ}).

(3) ¬-Elimination:
Γ ¬¬ϕ
Γ ϕ

(4) Transitivität:

Γ ϕ ψ

Γ ψ χ

Γ ϕ χ

(5) ∃-Elimination Antezedens:
Γ ¬¬ϕ ψ

Γ ϕ ψ

Aufgabe 15. Leiten Sie die folgenden Tautologien im Sequenzenkalkül her.

(1) (2 Punkte) (ϕ −→ ¬¬ϕ) ∧ (¬¬ϕ −→ ϕ).

(2) (Zusatzaufgabe, 4 Punkte) ∃x∀y ϕ −→ ∀y∃x ϕ.

(3) (Zusatzaufgabe, 4 Punkte) ∃x (ϕ −→ ∀xϕ).

Abgabe: Montag, den 12. Mai 2014, vor der Vorlesung.


