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Ubungsaufgaben Prof. Dr. Peter Koepke
Serie 4 Dr. Philipp Schlicht

Gegeben sei eine nicht-leere Menge I. Eine Menge F von Teilmengen von I heifit
Filter auf I, falls die folgenden Aussagen gelten.

(1) ITe Fund 0 ¢ F.

2 Ist Xe FundY CITmit X CY,sogilt Y € F.

(3) Sind X,Y € F,sogilt XNY € F.
Im Folgenden sei F ein Filter auf einer nicht-leeren Menge I und (A4; | i € I)
eine Sequenz nicht-leerer Mengen. Wir bezeichnen die Mengen aller Funktionen
g: I — V mit f(i) € A; fiir alle ¢ € I mit ]

ser Ai- Es sei ~x die durch

grrh < {iel|gli)=h(i)} eF
definierte Relation auf [, ; As.

Aufgabe 12 (2 Punkte). Beweisen Sie, dass ~x eine Aquivalenzrelation ist.

Wir bezeichnen die ~z-Aquivalenzklasse von g € [[,.; A; mit [g]7 und die Menge

i€l
aller ~ r-Aquivalenzklassen mit ] = Ay

Es sei S eine erststufige Sprache und (91, | i € I) eine Sequenz von S-Modellen.
Wir definieren ein S-Modell [ » 9; mit Triagermenge [~ |9;| durch die folgenden

Klauseln:

(1) Ist vy, eine freie Variable von S, so definieren wir vlnf M [g9]F, wobei g

die Funktion in ;. [90%| mit g(i) = v fiir alle i € I ist.
(2) Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol von S, so definieren wir

=P (gl 7, [gn—1]F) = [h]F,

wobei h die Funktion in [, [9;] mit

h(Z) = fimI (gO(i)a s agn—l(i))

fir alle ¢ € I ist.

(3) Tst R ein n-stelliges Relationssymbol in S, so definieren wir RII ™ als die
Menge aller ([go]F,- - [gn-1]7) in (J]z |9%;])"™ mit

{iel|(90(i);--,9n1(i)) € R} € F.
Wir nennen [ 9M; das reduzierte Produkt der (M; | i € I) beziiglich F.

Aufgabe 13 (6 Punkte). Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Das Modell J]M; ist wohldefiniert.
(2) TIst t ein S-Term, so gilt t11= ™ = [g] 7, wobei g die Funktion in [Lic; 990
mit g(i) = t™ fiir alle 7 € I ist.
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Aufgabe 14 (10 Punkte). Beweisen Sie die folgenden abgeleiteten Regeln des Se-

quenzenkalkiils.
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(2) 3F-Elimination: T tp% P , wobei y ¢ free(T" U {3p, ¥}).
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(5) 3-Elimination Antezedens: e Y ;
®

Aufgabe 15. Leiten Sie die folgenden Tautologien im Sequenzenkalkiil her.

(1) (2 Punkte) (¢ — =) A (m—p — @).
(2) (Zusatzaufgabe, 4 Punkte) daVy ¢ — Vy3z .
(3) (Zusatzaufgabe, 4 Punkte) 3z (¢ — Vap).

Abgabe: Montag, den 12. Mai 2014, vor der Vorlesung.



